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Über transfinite Funktionen. III 
Von G. FODOR in Szeged 
Sei 5 eine zusammengehörige Teilmenge von W(u>a) = {ß-,ß<o>«) und 
cf(a)> 0 (d. h. <oa sei nicht mit oj konfinal). In 5 seien zwei Funktionen 
f ( x ) und d(x) mit Werten aus 5 bzw. W(ton) definiert, so daß ö(S) eine 
zusammengehörige Teilmenge von W(wa) mit 0 £ d(S) ist. Seien A, B, C 
und D, E die folgenden Bedingungen: 
A: r)'(x) ist bestimmt divergent, 
B: Für alle x £ 5 mit d ( x ) > 0 , gilt d ( / ( x ) ) < d(x), 
C: f ( x ) ist bestimmt divergent, 
D: Für alle die Mächtigkeit der Menge {x £ S : d(x) = 7} ist 
kleiner als N,^«), 
E: Für alle x £ S, die Mächtigkeit der Menge {y £ S:f(y) = x} ist klei-
ner als SV(«)-
In [1] wurde der folgende Satz bewiesen: 
1. Wenn c/(«) > 0 gilt, so folgt aus jeder-zwei der Bedingungen A, B 
und C (oder D, B und E), die Negation der dritten. 
Sei nun M eine zusammengehörige Teilmenge von 5 und sei ferner 
in M eine Funktion / ( x ) mit f(M)^kS und in 5 eine Funktion ci(x) mit 
r ) ' (S)^ W(oia) definiert, so daß für alle x£M, ö(f(x))<ö(x) mit d ( x ) > 0 
gilt. Wir nehmen an, daß ö(M) eine stationäre Teilmenge von W(ojn), 
ist; dann gilt der folgende Satz ([2]). 
2. Wenn (»a (u > 0) regulär ist, so folgt aus Jeder zwei der Bedingungen 
A, B (für x£M) und C [oder D, B (für x£M) und EJ, die Negation der 
dritten. 
Ist (o„ singulär, so gilt dieser Satz in allgemeinen nicht mehr. 
Wir betrachten nun die folgenden Bedingungen: 
A': (>'(x) ist fast-monoton, 
B' = B (für x £ M statt x^S), 
C': f(x) ist fast-monoton. 
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Dann gilt der folgende Satz: 
I. Wenn cf(cc)> 0 ist, so folgt aus jeder zwei der Bedingungen A', B' 
und C' die Negation der dritten. 
Wir werden noch den folgenden Satz beweisen: 
II. Wenn 
1. cf(a)> 0, 
2. d(M) eine stationäre Teilmenge von W(o>n) ist und 
3. f ( x ) und d'(x) fast-monoton sind, 
so gibt es eine Teilmenge E von M, so daß 
4. ö(E) eine stationäre Teilmenge von W(o)a) ist und 
5. für alle x ( £ , ö(f(x))^d(x) gilt. 
Bei dem Beweis dieses Satzes wenden wir den folgenden Satz an ([2]): 
III. Wenn cf(a)> 0 und B' gültig sind und ö(M) eine stationäre Teil-
menge von W((oa) ist, so existiert eine Teilmenge E von M, so daß 
a) ö(E) eine stationäre Teilmenge von d(M) ist und 
b) d(f(E))<ö(E) gilt. 
Wir brauchen folgende Definitionen und Bezeichnungen (vgl. z. B. [3]). 
Ist A .eine Ordnungszahl, so bedeute W(A) die Menge aller Zahlen S, für 
die t<A ist. Sind M und N zwei Teilmengen von W((oa) ohne Maximum, 
so heißen M und N zusammengehörig, wenn es zu jeder Ordnungszahl 
jeder der beiden Mengen eine größere Ordnungszahl in der anderen Menge 
gibt. Sind und v zwei Limeszahlen, so heißt n konfinal mit v, wenn ,« 
der Limes einer wachsenden Folge vom Typ r ist. Ist ci eine Limeszahl, so 
bedeute cf(a) den Index / der kleinsten Ordnungszahl my, mit der cc kon-
final ist. Eine Teilmenge M von W(A) heißt in W(A) abgeschlossen, wenn 
sie zu jeder Fundamentalfolge von Zahlen aus ihr auch deren Limes enthält, 
sofern dieser <A ist. Eine in W(A) abgeschlossene, mit W(A) zusammen-
gehörige Teilmenge M von W(A) heißt ein Band von W(A). Eine Teilmenge 
M von W(Ä) heißt stationär, wenn W(A)—M kein Band von W(A) ent-
hält. Eine auf einer mit W(A) zusammengehörigen Teilmenge M von W(A) 
definierte Funktion cp(t) mit Werten aus W(A) heißt bestimmt divergent, 
wenn es zu jedem a<A eine ß gibt, so daß </>(£)>/? für gilt. Eine 
auf einer mit W(A) zusammengehörige Teilmenge M von W(A) definierte 
Funktion mit Werten aus W(A) heißt fast-monoton, wenn sie bestimmt 
divergent und für jedem ß< A, 'W(W(ß) n M) beschränkt ist. 
B e w e i s d e s S a t z e s I. Es sei { ^ ( / ( x ) ) } ^ « n ( d ( S ) — d ( M ) ) = D. 
Betrachten wir für jedes x £ M die Folge 
(l) f ( x ) = x, f \ x ) = f ( x ) , /(*),...,/"(*),..., 
WO / " ( x ) = / ( / ' l " 1 ( x ) ) ( n > 0 ) ist, wenn f \ x ) ^ M gilt. 
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(i) Seien m<n zwei nicht-negative Zahlen, für die f"(x) und f'l(x) 
existieren. Wenn eine Zahl / mit m^l<n existiert, für die d(f'(x))=f= 0 ist, 
so gilt 
f{x)H=f"{x). 
Wäre die' Behauptung falsch, so ergäbe sich aus der Bedingung B', daß 
einerseits 
d(r{x)) ^ ö(f"+[ (X)) ^ . . . ^ ö(/'(x)) > ö ( r (X)) ÍÉ • • • ^ ö{f" (X)), 
andererseits 
d ( / " ( x ) ) = d ( r ( x ) ) 
gilt, was unmöglich ist. 
Daraus folgt, daß für jedes x £ M eine nicht-negative Zahl n existiert, 
so daß <)(/"(x)) £ D u {0} ist. Wäre die Behauptung falsch, dann ergäbe 
sich aus B' und (i), daß die Elemente der Folge (1) verschieden sind und 
ö(x)>ö(/(x))>ö(f(x))>... > d ( / " ( x ) ) > . . . 
besteht. Das wäre aber eine Unmöglichkeit, weil jede absteigende Folge von 
Ordnungszahlen nur endlich viele Glieder enthält. Für jedes x £ M bezeichnen 
wir mit n(x) die kleinste Zahl /, für die d ( / ! ( x ) ) £ D u {0}. 
Es sei E eine zusammengehörige Teilmenge von Typ o)t¡f(a) von M. 
Jedem Element x von E entspricht also eine nicht-negative ganze Zahl n{x). 
Es sei n eine solche Zahl und 
£„ = { x £ £ : d ( / " ( x ) ) £ D u { 0 } } . 
Da cf(cc)> 0 und E eine zusammengehörige Teilmenge vom ©,./•(«) von 
ist, so existiert ein Index n0, so daß E„0 eine zusammengehörige Teilmenge 
von E ist. 
Aus A ' u n d C folgt, daß die Mengen f"(E,J(0<n^n0) und ö(f""(E„J) 
mit W((oa) zusammengehörig sind. 
Nach der Bedingung A' gibt es zu jedem y £ W(f»a) zwei kleinste 
Zahlen >p(y) = yy und >fj(y) = zy mit <p(y) > -/ und •'/'("/) > y, so daß r)(£) > <)(y), 
ö(%)>y für mit £ > < p ( y ) bzw. d(£)<y(y) für mit £ < / gilt. Nach 
der Bedingung C' gibt es zu jedem y $ lV(w„) zwei kleinste Zahlen v;(-/) = u y 
und Q{y) = vy £ W{(üa) mit t(y)>y und Q(y)>y, so daß / (£ )> / (* / ) , 
/ ( £ ) > - / für ££Af mit £ > T ( / ) bzw. f(£)<<?(y) für £ £ M mit £ < - / gilt. 
Mit Hilfe transfiniter Induktion bestimmen wir beginnend mit irgendei-
nem /o ^Z"""1 (£,,„) eine mit W(a)a) zusammengehörige Fundamentalfolge 
£/" 0 _ 1 (£„„) wie folgt. Nehmen wir an, daß wir alle yn mit t]<v gefunden 
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haben, so daß 
min {Y'i' f(Yn)> (HYv)> ö(f(Y'i)) > :r,:y = 
= sup Unh<, u {f(Y6)}«n u {d(7i)}i<l? U {d(/(n))}i«?} 
für alle i]< v gilt. Wenn die Mengen {/,,},;<,-, {f(Y'i)i';<••> {(Ky>i))>i<t und 
( / ( / '?))}n« ' nicht zu W((i)a) zusammengehörig sind, so sei die kleinste 
Zahl mit TT,,<,«„. Sei ferner 
ma x{z / v , ? ; , v } = i t ; und r ( j / ^ ) =,«;;. 
Wir definieren 7,, als die kleinste Zahl 7 ( . £ „ „ ) , für die f v < 7 g i l t . Durch 
diesen Prozeß ergibt sich eine Fundamentalfolge / / = {7,,}n<<T czf""'1 
die mit M/(co0) zusammengehörig ist — a ist eine Limeszahl — und für die 
m i n {'/;, f ( n ) , d (ye), d ( f ( n ) ) \ >?<:,-, 
für alle gilt. 
Da W(wa)—ö(M) keine abgeschlossene und mit W(coa) zusammen-
gehörige Teilmenge enthält und d(/"°(£,,„)) ^ W(toa) — ö(M) gilt, so gibt es 
eine Limeszahl k und eine Teilfolge {yn(}s<i-. von H, so daß 
lim d( / (7v e ) ) = / * 6 W -i<k 
Aus f £ ö ( M ) folgt, daß eine Zahl ß* £ M existiert, für die d(ß') = y*. Da 
d(/(/?*))<d(/?*) gilt, so gibt es eine Zahl £0, so daß 
MN)<Yu-
Offenbar ist 
<Ö(ß*) = f . 
Daraus folgt, daß ,u^<ß* gilt, d. h. f { ß " ) y y ^ , d. h. d (/(/?*))> Dies 
steht im Widerspruch zu d(f(ß*))<Yi0- Damit ist der Satz bewiesen. 
B e w e i s d e s S a t z e s II. Seien Mi = {x £ M: d ( / ( x ) ) < d ( x ) } und 
M2 = {x^M:ö(f(x))^ö(x)}. Es ist offenbar, daß ö{M) = d(Mi) u ö(M2). 
Nehmen wir an, daß der Satz II falsch ist. Dann ergibt sich, da ö(M) stationär 
ist, daß d(Afi) stationär ist. Da d(x) fast-monoton ist, so ist M\ mit W{o)a) 
zusammengehörig. Nach dem Satz III existiert eine mit W(coa) zusammen-
gehörige Teilmenge M[ von Mi, so daß ö{M[) eine stationäre Teilmenge 
von W(a>„) ist und d(f(M[))<ö(M[). Da d(x) fast-monoton ist, so ist Ml 
eine mit VK(ct>«) zusammengehörige Teilmenge von M\. Dies steht im Wider-
spruch zur Ungleichung ö(f(Mi))<ö(M[), weil f ( x ) auch eine fast-monotone 
Funktion ist. Damit ist der Satz bewiesen. 
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Wir beweisen nun, daß der Satz 2 für singulare K« im allgemeinen 
nicht mehr gilt. Seien nämlich X, Y und Z drei abgeschlossene Teilmengen 
vom Typ wCf(a) von W(a>a), so daß X< Y< Z gilt und Z mit \V(coa) kon-
final ist. Seien ferner { ^ k « ^ und {z^<u>cf(a)) die zu X, Kund 
Z gehörige wachsende Funktionen und Z'= {za.t}(<licfia), Z" = {zm.i+i}t<a>cfia), 
V={)W}<;« V ( a ) , ^ = = Wir definieren zwei 
Funktionen ö(x) und f{x) in 5 = Z U Z " u Yü X U X" bzw. in A f = Z ' u Yu X' 
wie folgt. Es sei d(zw.s) = z ^ + i , , d(zt».i+l) = za>.z, <J(yi) = zM.£, = 
= JW+i). f(zrj.c)=za.i+l, f ( y i ) = x0,.i+l und f(xa.t) = xa.£+1. 
Offenbar ist r)'(Af) = Z ' u Y' eine stationäre Teilmenge von W(co„) und 
f(M) = Z"\jX". Man kann leicht einsehen, daß die Funktionen die Bedin-
gungen A, B, C, D und E erfüllen. 
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